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Introduccidn

Entre la juventud sonorense, como es normal, existe una gran cantidad de muchachos,
estudiantes tanto de Bachillerato como de Secundaria, que manifiestan grandes habilidades
para las Matematicas; asimismo existe una cantidad posiblemente mayor de estos
estudiantes con las mismas habilidades pero que no las han manifestado. Lo que es mas
cierto es que la gran mayoria de los estudiantes de estos niveles, ocultan a propdsito o no,
su capacidad natural de desarrollar habilidades para las Matematicas. Este es un reconocido
problema social, psicoldgico, escolar y hasta familiar.

En la Universidad de Sonora, concientes de esta problematica, se ha gestado un interés
natural entre los profesores y estudiantes del Departamento de Matematicas para contribuir
a su solucidn, no solo en el nivel superior como es su tarea principal, sino en los niveles
previos que es donde de manera temprana se puede incidir en la deteccion de las
mencionadas habilidades, asi como fomentar el desarrollo de ellas, en aquellos estudiantes
que manifiesten interés.

Por ello, se hace, pues, una invitacion, para que tanto estudiantes talentosos o inquietos,
como profesores concientes hagamos un esfuerzo extra e impulsemos la actividad constante
alrededor de la OLIMPIADA MEXICANA DE MATEMATICAS. Una variable de mucha
influencia en esta problematica es la comunicacion, por ello hemos hecho el esfuerzo de
publicar esta informacion y una compilacion de problemas, para que estando en tus manos,
te decidas a participar en estos concursos como estudiante o como conductor de
actividades.

Con la publicacion de esta informacion queremos contribuir también con los ya
tradicionales concursos que se llevan a cabo en distintas partes del Estado y que de una
forma u otra han hecho posible la integracion de Delegaciones de estudiantes sonorenses de
bachillerato que han participado desde 1988 en las Olimpiadas Nacionales de Matematicas.



Acerca de las Olimpiadas de Matematicas

Objetivos

1. Difundir la Matematica como una ciencia viva, que para su practica requiere,
ademas de una buena informacion, de la creatividad y la participacion activa por
parte de los estudiantes.

2. Promover la reflexion entre los profesores del nivel superior y del nivel medio
superior acerca de la ensefianza de esta ciencia, y acerca de los contenidos de planes
y programas de Matematicas en Bachillerato.

3. Integrar una Seleccién de a lo mas seis estudiantes que represente al estado de
Sonora en la Olimpiada Mexicana de Matematicas, cuya déecimo quinta edicion, se
realizara en Noviembre de 2001 en Cuernavaca, Morelos.

A la Olimpiada Sonorense de Matematicas acuden representaciones de todos los
subsistemas de bachillerato en el Estado, quienes conforman una seleccion interna mediante
la realizacion de concursos u otros mecanismos para integrar su representacion. Aunque la
representacion en el concurso preselectivo y el concurso estatal es considerada como
individual, la promocion es a través de los subsistemas de bachillerato.

Tratando de que, para el afio 2002, la Seleccion Sonora continle integrandose mediante un
procedimiento que garantice una mejor representatividad, tanto en lo que se refiere al nivel
de conocimiento matematico del alumnado, como de las diferentes alternativas con que
cuenta el nivel medio superior en el Estado, se tienen contempladas tres etapas previas al
nacional. Dentro de estas, se encuentran varios concursos que garantizan la participacion de
alumnos de todas las escuelas preparatorias y secundarias, Yy varias acciones para que estos
reciban una orientacion adecuada hacia el logro de los objetivos que la SMM se plantea y
que la organizacion de la Olimpiada Estatal retoma. Dichas etapas se describen enseguida.

ETAPA | : INTEGRACION DE LA PRESELECCION

El objetivo de esta etapa consiste en integrar una preseleccion estatal mediante la
realizacion de dos tipos de concurso: interno y abierto. Los concursos internos son los que
se realizan al interior de cada subsistema y que incluyen a los concursos por plantel,
mientras que el abierto es el Concurso Preselectivo Estatal, que realiza la Universidad de
Sonora y en el que pueden participar estudiantes de cualquier subsistema de preparatoria o
de secundaria que reuna los requisitos.



ETAPA Il: INTEGRACION DE LA SELECCION
El objetivo de esta etapa es el entrenamiento de preseleccionados y la seleccion de seis
estudiantes que representaran a Sonora en el Concurso Nacional.

El entrenamiento inicia al finalizar el concurso abierto con la distribucion de los primeros
materiales de estudio y con las asesorias que los propios profesores de los preseleccionados
les puedan brindar. Se lleva a cabo el entrenamiento, regularmente en tres fines de semana,
obteniendo al final la seleccion de seis estudiantes que integran la delegacion Sonora..

ETAPAII: CONCENTRACION FINAL
El objetivo de esta etapa consiste en la concentracion de la seleccion para afinar los detalles
de su participacion en el concurso nacional.

En esta parte se hard hincapié en el tipo de problemas que se manejan en Olimpiadas
Mexicanas, los procedimientos de evaluacion que se siguen, las perspectivas que se abren y
las formas de premiacion.

ACCIONES COMPLEMENTARIAS
Lo anterior va acompafiado de las siguientes acciones que, con la aceptacion y colaboracion
de los diferentes subsistemas de bachillerato, asegurarian el buen término de lo planteado:

1.- Integracion de un Comité de Asesoria Academica para todos los concursos a realizar en
el Estado, el cual esta actualmente constituido de la siguiente forma:

Miguel Angel Moreno Nufez (Delegado Estatal de la OMM), Eduardo Tellechea Armenta
profesor de tiempo completo del Departamento de Matematicas de la Universidad de
Sonora, Alfonso Martinez Zepeda, tesista de la Licenciatura en Matematicas y un grupo de
colaboradores estudiantes y maestros del mismo departamento.

2.- Elaboracion de problemarios para las distintas etapas del entrenamiento..

3.- La motivacion, orientacion y preparacion de estudiantes tanto a nivel plantel como de
subsistema, a través de profesores y directivos.

SONORA EN LAS OLIMPIADAS NACIONALES

Sonora ha participado en las Olimpiadas Mexicanas de Matemaéticas desde 1988 en que se
realizd la segunda edicidn de éstas y que tuvo como sede la Universidad de Sonora, en su
Unidad Hermosillo. La primera invitacion se di6 para el afio de 1987, sin embargo sélo se
asistio en calidad de observador.

La mecéanica para la integracion de la seleccion Sonora ha tenido pocas variantes desde su
inicio en el afo de 1988:



Hasta el afio de 1992 la Seleccién Estatal se integraba a partir de un concurso abierto de
caracter estatal, preseleccionandose a diez estudiantes a quienes se les proporcionaba un
entrenamiento y de los cuales se integraba una seleccion de seis, tomando como base la
aplicacion de dos evaluaciones finales.

A partir de 1993, con el apoyo logistico de la Secretaria de Educacion y Cultura del
Gobierno del Estado de Sonora (SEC), se ha logrado la participacion de todos los
subsistemas de Bachillerato en el Estado, seleccionando mediante sus propios mecanismos
a los estudiantes que los representan en la Preseleccion Estatal. Una vez integrada esta
Preseleccion se les proporciona un entrenamiento de aproximadamente 40 horas,
integrando una Seleccidn Estatal de seis integrantes, tomando como base la aplicacion de
una evaluacion final.

Los lugares ocupados por los representantes estatales en los concursos nacionales han sido
meritorios y se confia en que es posible tener un papel significativamente mejor con la
participacion institucional de profesores y directivos del Nivel Medio Superior.

En las participaciones mencionadas se han obtenido los siguientes lugares:

SEGUNDA OLIMPIADA (1988), Hermosillo, Son.

* Martin Eduardo Frias Armenta (primer lugar)
Bachillerato del Intituto Tecnologico de Nogales

» Gabriela G. Hinojosa Palafox (primer lugar)
CBTIS No.11, Hermosillo

» Raul Garibay Alonso (segundo lugar)
CBTIS No.37 Cd. Obregon

« Ramén A. Galindo Alvarez (tercer lugar)
CBTIS No.37 Cd. Obregon

TERCERA OLIMPIADA (1989), Metepec, Pue.
» Pablo Félix (segundo lugar)
CBTIS No.37, Cd. Obregdn
» Marcelo Save (tercer lugar)
CBTIS No.11, Hermosillo
» Alejandro Varela (tercer lugar)
CBTIS No0.128 Nogales

CUARTA OLIMPIADA (1990), Guanajuato, Gto.

* Roberto Sanabria Enzastiga (segundo lugar)
CBTIS No.11, Hermosillo

* Miguel V. Ayala Corona (tercer lugar)
CBTIS No.11 Hermosillo

o Gabriela Isabel Quintero G. (tercer lugar)
CBTIS No.37 Cd. Obregon

* Luis Armando Rocha Grijalva (tercer lugar)
CBTIS No.11 Hermosillo



QUINTA OLIMPIADA (1991), Oaxtepec, Mor.
* Arturo Ruiz Yeomans (segundo lugar)
CBTIS No.11, Hermosillo
* Ignacio Alvarez M. (tercer lugar)
CBTIS No0.128 Nogales

» Ricardo Figueroa Mimbela (tercer lugar)
CBTIS No.37, Cd. Obregon

* Rubén Flores Diaz Chavez (tercer lugar)
CBTIS No.11, Hermosillo

» Alan Daniel Robles A. (tercer lugar)
CBTIS No.37 Cd. Obregon

SEXTA OLIMPIADA (1992), La Trinidad, Tlax.

» José Manuel Armenta Ruiz (tercer lugar)
CBTIS No.37 Cd. Obregén

o Carlos Omar Valenzuela A. (tercer lugar)
CBTIS No.37 Cd. Obregon.

SEPTIMA OLIMPIADA (1993), Acapulco, Gro.
« Abelardo Mayoral Fierros (*) (segundo lugar)
COLEGIO REGIS, Hermosillo
» Juan Carlos Espinoza Armendariz. (tercer lugar)
CBTIS No.37, Cd. Obregon
* Luis Alan Valiente Montafio (tercer lugar)
CBTIS No.37, Cd. Obregon

(*) Representd a México en la Olimpiada Internacional de la cuenca del Pacifico 1994.

OCTAVA OLIMPIADA (1994), Guadalajara, Jal.
« Carlos Tapia Velasco (%) (Primer lugar)
COLEGIO REGIS, Hermosillo

« Juan Carlos Espinoza Armendariz. (%) (segundo lugar)
CBTIS No.37, Cd. Obregon

» Nora Gricelda Diaz Chavez (tercer lugar)
INSTITUTO LASALLE, Cd. Obregén

» José Antonio Santacruz Uriarte (tercer lugar)
INSTITUTO LASALLE, Cd. Obregén

(%) Form6 parte de la Preseleccién Nacional y participd en una serie de entrenamientos en el
interior de la Republica. Ademaés representd a México en la Olimpiada Internacional de la
cuenca del Pacifico 1995.

(®) Representd a México en la Olimpiada Internacional de la cuenca del Pacifico 1995.

NOVENA OLIMPIADA (1995), Colima, Col.



» Victor Soto Verdugo (tercer lugar)
CBTIS No. 37, Cd. Obregén

» Javier Ernesto Maldonado Camou (tercer lugar )
COL. REGIS, Hermosillo.

DECIMA OLIMPIADA (1996), Mérida, Yucatan

» Victor Soto Verdugo (segundo lugar)
CBTIS No. 37, Cd. Obregén

» Jose Francisco Pérez Avila (tercer lugar)
COL. REGIS, Hermosillo.

DECIMO PRIMERA OLIMPIADA (1997), Monterrey, Nuevo Ledn

» Jesus Francisco Espinoza Fierro (Segundo Lugar)
CBTIS No.64, Navojoa.

» Sebastian Zepeda Garcia (Tercer Lugar)
COBACH Reforma, Hermosillo, Sonora.

» Beatriz Eugenia Burrola Gabilondo (Tercer Lugar)
Colegio Regis, Hermosillo, Sonora.

DECIMO SEGUNDA OLIMPIADA(1998), Querétaro, Qro.
e Victor Manuel Gamez Grijalva (Segundo Lugar)
COBACH Villa de Seris, Hermosillo, Sonora.

» Eunice Yadhira Leyva Cordova (Tercer Lugar)
COBACH Reforma, Hermosillo, Sonora

» Renato Peralta Rodriguez (Tercer Lugar)
CBTIS 37, Cd. Obregon, Sonora.

« Oriol Soto Quintero (Mencién Honorifica) (*)
Instituto Ateneo, Cd. Obreg6n Sonora.

(“)La mencién honorifica es una distincion que se otorga a los concursantes que resolvieron
un problema completo, pero no tuvieron suficiente calificacion para llegar a Tercer lugar.

DECIMO TERCERA OLIMPIADA(1999), Oaxaca, Oax..
» Daniel Barron Gaxiola (Tercer lugar)
Escuela Secundaria General No. 4, Cd. Obregdn Sonora.
» Jesus A. Bracamonte Dick (Tercer Lugar)
Preparatoria del Instituto Soria, Hermosillo, Sonora

DECIMO CUARTA OLIMPIADA(2000), Morelia, Mich.

» Stephanie Reina Valdez (Tercer Lugar)
COBACH, Caborca, Sonora

« Daniel Barrén Gaxiola (°) (Tercer Lugar)
CBTIS No 37, Cd. Obregon, Sonora.

« Marco Antonio Figueroa Ibarra (°) (Tercer Lugar)
Escuela Secundaria General No 5, Hermosillo, Sonora

» Gustavo Ramoén Félix Dominguez (Tercer Lugar)



Preparatoria del Instituto Soria; Hermosillo, Sonora
« José Angel Blancarte Hernandez (Tercer Lugar)
COBACH Villa de Seris, Hermosillo, Sonora

(°) Preseleccionado para la Olimpiada Centroamericana y del Caribe, afio 2001.
(°) Medalla de oro en la Olimpiada Centroamericana y del Caribe, afio 2001.

En la obtencion de estos resultados ha influido favorablemente la motivacion y el apoyo
que los estudiantes han recibido en la institucion de procedencia. Es notorio que en varias
de las escuelas cuyos nombres aparecen en el listado anterior se han organizado clubes o
talleres de matematicas que han establecido un ambiente propicio para los concursos.

Por labores como las sefialadas en el parrafo de arriba, debe extenderse un reconocimiento
a los profesores: Evaristo Ponce Correa (Hermosillo), Carlos Alberto Mladosich Lopez
(Cd. Obregdn) y Jesus Grijalva Ayala (Cd. Obregdn).

De 1995 a 1998 se destacd la participacion entusiasta de la profesora Ma. de Lourdes
Espinoza Magafia, sobre todo en su labor organizativa y de impulso al evento.

Desde 1998 contamos con la colaboracién del Profesor Alfonso Martinez Zepeda , quien ha
participado como entrenador de la preseleccion y Seleccion estatal, asi como profesor
acompafante en la Olimpiada Mexicana de Matemaéticas.

A partir del afio 2000, hemos contado con la colaboracion de la Maestra Ana Guadalupe del
Castillo Bojorquez, quien ha participado en el entrenamiento previo al Concurso Regional
de Fisica y Matematicas (Preselectivo) y como instructora en los Talleres de entrenamiento
a la Preseleccion Estatal y a la Seleccidn Estatal

Seguramente que existen otros profesores cuyo apoyo ha quedado en el anonimato y a
quienes se les conmina a continuar con su loable labor académica, asi mismo, se aprovecha
la ocasion para extender la invitacion a que mas profesores dediquen un poco de su tiempo
en torno a lo planteado a lo largo del presente documento.

Queremos también expresar nuestro agradecimiento a lvone Huerta Urquijo, por el apoyo
técnico brindado.

COMITE ESTATAL DE LA OLIMPIADA SONORENSE DE MATEMATICAS

M.C. Miguel Angel Moreno Nufiez (Delegado Estatal)
M.C. Carlos Alberto Robles Corbala

M.C. Eduardo Tellechea armenta

P.L.M. Alfonso Martinez Zepeda



Problemario

El tridngulo ABC esta inscrito en el semicirculo K, siendo AB el didmetro de K. Sea
D el punto de interseccion de AB con la altura desde C del tridngulo ABC.
Dibujemos el circulo Q que es tangente a CD, AB y K. Sea H el punto de contacto
entre Q y AB. Probar que el tridngulo BCH es isosceles.

Probar que algin multiplo positivo de 21 tiene al 241 como sus ultimos tres digitos.

Sea ABC un triangulo rectangulo con angulo recto en B y sea H el punto de
interseccion del lado AC vy la altura por perpendicular a AC. Llamemosr, r; y r; a
los radios de las circunferencias inscritas a los tridngulos ABC, ABH y HBC,

respectivamente. Pruebe que los radios satisfacen la igualdad r =r? +r7.

Suponga que se quiere expandir la expresion (x +y + z)* . ¢Cuél es el coeficiente
del término x%y°z*° 2.

Consideérese un triangulo ABC en el que la longitud de AB es 5, las medianas por A
y B son perpendiculares entre si y el &rea es 18. Hallar las longitudes de los lados
BCyAC.

Hallar la suma 1+ 11 + 111+ ... + 111 ... 1 , si el dultimo sumando es un
ndmero de n cifras.

En la figura tenemos que AC = AB y <a = <[3. Probar que MP = PN y AM = AN.
A




8. En la figura, el 4rea del circulo mayor es 1 m% El circulo menor es tangente a la
primera circunferencia y a los lados del angulo inscrito que mide 60°. ;Cuél es el
area del circulo menor?.

9. Verificar que la siguiente igualdad es cierta
1+3+5+...+(2n-1)=n?

10. Sea ABCD un paralelogramo de area 10 cm? con AB =3 cm y BC =5 cm .
Localizar E, F y G sobre los segmentos AB, BC y AD respectivamente, de tal
manera que AE = BF = AG = 2cm .Sea H el punto de interseccion del segmento CD
con la linea paralela EF que pasa por G. Calcula el area del cuadrilatero EFHG.

11. Verificar que entre tres enteros positivos consecutivos hay uno divisible por 3.

12. Determine ( si es que existe ) un entero positivo n que resuelva la ecuacion
1+3+5+...+(2n-1) _ 1996

siguiente: :
2+4+6+...+2n 1997

13. Encuentre la solucién a la ecuaciéon: 2 +5+ 8+ ... + x = 155.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Un campo triangular estd rodeado por tres campos cuadrados, cada uno de los
cuales tiene un lado comdn con el tridngulo. Las superficies de estos tres campos
son iguales a 505, 233 y 52 hectareas. ¢ Cudl es la superficie del campo triangular?.

Calcular la suma de los cuadrados de los 100 primeros términos de una progresion
aritmética, sabiendo que la suma de ellos vale -1 y que la suma de los términos de
lugar par vale 1

Una cazuela cilindrica se pone al fuego encima de una cruz de metal formada en
angulo recto. Por un descuido la cazuela no se coloca justo en el centro. Desde
donde la estamos observando podemos ver que el circulo de la parte inferior
intersecta las barras de metal en 6,8 y 15 cm.

i) ¢Cual es el diametro de la cazuela?.

il) ¢A gqué distancia intersecta la cazuela a la cuarta barra de metal?.

La figura encerrada por tres semicirculos tangentes entre si en sus extremos es
Ilamada cuchillo del zapatero. Demuestre que su area es igual al area del circulo que
tiene como diametro el segmento BD, perpendicular al didametro CA

E

Probar que la suma de los cubos de tres nimeros enteros consecutivos es divisible
por 9

Pruebe que la suma de cuatro nimeros enteros positivos consecutivos no puede ser
un cuadrado perfecto.

Pruebe que el producto de tres enteros positivos consecutivos no puede ser un cubo
perfecto.
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21. ¢ Para qué valores de a, es (5a + 1) (3a + 2) divisible por 15 ?

22. Sea AABC un tridngulo inscrito en una circunferencia de centro O. Sean D y P las
intersecciones con la circunferencia de las rectas perpendiculares a BC trazadas
desde O y A respectivamente, como se muestra en la figura. Si el &ngulo
<DCP=15°. ; Cuénto mide el angulo <BCA ?

A
B 0 C
D P
, . n>+n-1 .,
23.Para cudles enteros positivos n se cumple que 272% una fraccion
n? +2n

irreductible?

24. En la figura se muestra un cuadrado de lado igual a uno. Si el ACMN es un triangulo
equilatero que se traza en el interior del cuadrado como se especifica en la figura,
¢cuanto vale el area de dicho triangulo?

D C

M

A B
N

11



25.

26.

217.

28.

Cual es el area de la region sombreada en la figura, en donde las circunferencias son
todas de radio r ?

Tenemos una habitacion cuadrada. El piso de la habitacion esta cubierto con losetas
blancas formando una cuadricula de n x n . Si trazamos una recta que vaya de una
esquina de la habitacion a la esquina opuesta y pintamos de rojo la mitad inferior
del piso determinada por la diagonal, ¢ cuantas losetas tenemos que por lo menos
tengan un pedazo pintado de rojo ?.

Se amarra una cinta alrededor del ecuador de la tierra y otra alrededor del perimetro
(ecuador) de la luna (suponiendo que tanto la tierra como la luna tienen una forma
esférica perfecta ). Supongamos que ambas cintas se separan un metro de la
superficie todo lo largo del perimetro. Sea A la cantidad de cinta que hay que
afadirle a la cinta de la tierra y B la cantidad de cinta que hay que afadirle a la cinta
de la luna para que se cierren. ¢ Qué proporcion hay entre Ay B ?.

Supongamos que tenemos dos circulos concéntricos de radios R y r
respectivamente. Supongamos ademas que una secante del circulo mayor, que es
tangente al circulo menor tiene longitud 5 cm, como se muestra en la figura. ¢Cual

es el area del anillo?.




29

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

. ¢, Cuantos digitos "2" se necesitan para escribir todos los nimeros enteros desde el
1 hasta el 109 2

Sea n un entero positivo. Demostrar que si 3n + 1 es un cuadrado perfecto, n+1 sera
la suma de tres cuadrados perfectos.

Sea ABC un triangulo. Sean P, Q y R (respectivamente) los puntos medios de los
lados AB, BC y AC. Sea S el punto de interseccién entre el lado AB (o su
prolongacion) y la bisectriz del angulo PRQ. Demostrar que el triangulo PRS es
isosceles.

Sean a; , a2, ag Y a4 cuatro enteros consecutivos. Demostrar que a;azazas+1 €s un
cuadrado perfecto.

Sea n un entero positivo tal que n + 1 resulte ser un cuadrado perfecto y sea p uno
cualquiera de los divisores primos de n. Demostrar que la ecuacion cuadratica

p?x2+2px-n=0 tiene al menos una solucién entera.

Considérese la sucesion: 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4,4, 4,4,5, ... ;Cudl seria el término
20007.

Encuentre el resultado de la siguiente suma:
1 1 1 1

ﬁ+ﬁ+ﬁ+\@+\@+ﬁ+...+m

Sea ABCD un cuadrado en el cual tenemos inscrito otro cuadrado EFGH cuyos
vértices se encuentran ubicados en los puntos medios de los lados del cuadrado
ABCD. A su vez tenemos un circulo de area a inscrito en el cuadrado EFGH.
Encuentre el area del cuadrado ABCD en funcion de a.

Ana ha decidido salir a caminar exactamente un kildbmetro cada dia. Vive en una
ciudad cuadriculada de 5km x 5 km, en la que cada cuadra mide 100 m x 100 m y
su casa estd en una esquina del centro. ; Durante cuantos dias puede hacer
recorridos distintos, si siempre empieza los recorridos saliendo de su casa y
terminando también en ella, pero sin repetir ningan otro punto en el recorrido de

13



38.

39.

40.

cada dia ?. ( NOTA: Recorridos de dias distintos pueden tener partes en comun e
inclusive determinar el mismo camino pero en sentido contrario ).

Manteniendo todo el tiempo una abertura de 2cm en el compas, dibujemos una flor
como sigue: tracemos una circunferencia C. Con centro en cualquier punto de C,
tracemos un arco de circunferencia dentro de C, hasta intersectar C con los dos
extremos del arco. Después con centro en cualquiera de esas intersecciones,
tracemos otro arco de circunferencia como el anterior. Continuemos haciendo lo
mismo hasta obtener la flor completa. Calcular el perimetro de la flor.

Hallar la suma de todos los nUmeros que son permutaciones de los digitos 1, 2, 3, 4,
y 5. Esto es 12345 + 12354 + ... + 54321.

Considere un cuadrilatero cualquiera con area igual a 5 y lados mayores o iguales a
2. Se tienen cuatro circunferencias de radio 1, con centro en cada uno de los vertices
del cuadrilatero. Encontrar el &rea sombreada de la figura. (La figura no esta a
escala).

a+l b+

. 1
41. Los numeros naturales a y b son tales que . + —— es entero. Demostrar que
a

el maximo comun divisor de a 'y b no es mayor que ~/a+b.

42. a) Pruebe que un poligono convexo de n lados tiene n(nz—3) diagonales.

b) Pruebe que si n > 4, se tiene que (n-2)? < n(n-3) < (n-1)>2.
c) ¢Cual es el poligono que tiene 119 diagonales?.

14



43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

El &ngulo A del triangulo isosceles ABC mide 2/5 de recto, siendo iguales sus
angulos B y C. La bisectriz de su angulo C corta al lado opuesto en D. Calcular las
medidas de los angulos del triangulo BCD. Expresar la medida a del lado BC en
funcién de la medida b del lado AC, sin que en la expresion aparezcan razones
trigonomeétricas.

Demostrar que para todo namero primo p distinto de 2 y 5, existen infinitos
maltiplos de p de la forma 111...1 (escritos s6lo con unos)

Escrito el triangulo aritmético:
0 1 2 3 4 1991 1992 1993
1 3 5 T 3983 3985
4 8 12 7968

donde cada ndmero es la suma de los dos que tiene encima (cada fila tiene un
numero menos y en la Gltima s6lo hay un numero). Razonar que el dltimo numero
es multiplo de 1993.

Encuentre todos los triangulos rectangulos con un cateto y la hipotenusa enteros,
sabiendo que el otro cateto es igual a /1988 .

Calcule el producto de todos los enteros positivos que sean menores que 100 y
tengan exactamente tres divisores positivos. Compruebe que dicho nimero es un
cuadrado perfecto.

Sea ABC un triangulo acutangulo. Para cada punto P dentro o en la orilla de ABC,
tracense las perpendiculares Xp, Yy, Z, a los lados BC, AC y AB respectivamente.
¢En qué punto P, lasuma X, + Y, + Z, alcanza su maximo?

Sea ABC un triangulo acutangulo. Inscribase un cuadrado EFGH en el triangulo de
tal manera que G y H estén sobre AB, E esté sobre AC y F sobre CB. Calcular el
lado | del cuadrado en términos de la longitud de AB y de h, la altura por C del
triangulo ABC.
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50.

Sl

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

Pruebe que si X, y son nimeros enteros y 3 divide a x* + y? entonces 3 divide a x
y también 3 divide a y.

¢Cuantos triangulos rectangulos se pueden construir de tal manera que su area sea
menor o igual a 26,950, uno de los catetos mida 5 y el otro cateto tenga como
medida un divisor de 26,9507.

Probar que el nimero 111...1-222...2 es un cuadrado perfecto para toda r.
%/_/ ﬂ_/
2r cifras r cifras

Pruebe que si P es un pentagono, existen un par de angulos interiores consecutivos
de P cuya suma de sus medidas es al menos 216°.

Se tienen n focos numerados del 1 al n. Supdngase que todos estan apagados y cada
uno esta conectado a un apagador. Una sucesion de n personas va apagando y
prendiendo los focos segun la siguiente regla: La primera persona cambia de
posicién todos los apagadores; la segunda cambia de posicion los apagadores
2,4,6,8, ... ; la tercera cambia de posicion los apagadores 3,6,9,12, ... ; y asi
sucesivamente hasta la Gltima persona que sélo cambia la posicion del apagador n.
¢ Qué focos quedan prendidos al final?.

Considere el triangulo rectangulo ABC con BC = 3, AB =4 y CA = 5. Bisecte el
angulo C y llame O al punto de interseccion de esta bisectriz con el cateto AB.
Después trace el circulo con centro en O y radio OB. Si PQ es el diametro que

1+£)
)

. . : CP -y
coincide con la bisectriz, muestre que % es la razon aurea. (

De los numeros de 4 cifras que son multiplos de 9 ¢cuantos hay que tienen todas sus
cifras distintas de cero y distintas entre si?.

Considere todos los triangulos ABC con base fija AB y cuya altura desde C es una
constante h. ;Para cudl de esos triangulos es el producto de sus alturas un maximo?.

Determine todos los enteros que cumplen la condicion 2" + 1 es divisible por 3.
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59. Considere un triangulo de lados a, b, c. Sea S :;(a+b+c). Construya un

triangulo de lados S-a, S-b y S-c. Este proceso se repite hasta que no puede
construirse un triangulo con las longitudes dadas. ¢Para qué triangulo original puede
este proceso repetirse indefinidamente?.

60. La sucesion de Fibonacci aj, a,, as, ... se define como sigue:
ag=1,a,=1 y a,=any+anparan>2. Probar que 9 divide a una infinidad de
términos de la sucesion de Fibonacci.

61. Sean ay, a,, as, a4, as las longitudes de los lados de un pentdgono convexo y my, mo,
m3, M4, Ms las longitudes de sus diagonales. Demostrar que

1< a, +a, +taz +a, +a;

- <1
2 mp+m,+mg+m, +mg

62. Sea a, el digito de las unidades de 1997 + 1997% + 1997° + ......1997*". Calcular la
suma:

63. Sean A,B,C,D los vértices de un cuadrilatero convexo y J,L,M,M los puntos de
tangencia de la circunferencia inscrita en el cuadrilatero. Demostrar que las
diagonales AC y BD del cuadrilatero y las cuerdas JM y LN son concurrentes.

A

64. Todos los nimeros del 19 al 80 son escritos uno después del otro para formar el
namero 19202122.....7980. ¢ Es este nimero divisible entre 1980 ?
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65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

Sobre una mesa hay una semiesfera de radio 1 apoyada sobre su base, y 6 esferas
iguales de radio R, cada una tangente a la semiesfera, a la mesa, y a otras dos
esferas. Encuentra el valor de R.

Demuestra que el nimero n* + 4 es compuesto, para toda n > 1.

El numero 123456789101112..... se forma escribiendo sucesivamente los numeros
naturales. ¢Que digito ocupa el lugar 1997 en dicho nimero ?

Sean (,,(, dos circunferencias de centros O; y O, tangentes exteriormente en A, e

interiormente a una tercera circunferencia con centro en O en los puntos A; y A,
respectivamente. Demuestra que las lineas OA, O1A; y O,A; concurren.

Sea M un conjunto de 1990 enteros positivos distintos, tales que ninguno de ellos
tiene un divisor primo mayor a 26. Demuestra que M contiene al menos 2 elementos
distintos cuyo producto es un cuadrado perfecto.

¢ Cuantos nimeros enteros cumplen las propiedades siguientes?

(i) Tienen exactamente cuatro cifras;

(i) Las cuatro cifras son impares;

(iii) Al dividirlos por 5, el resultado es otro nimero entero que tambien tiene
exactamente cuatro cifras que son impares.

(Por ejemplo, 1997 no es un namero tal, ya que no cumple la tercera propiedad)

Considera una cuadricula de 300 x 200. ;A cuantos cuadros de 1 x 1 corta la
diagonal de esta cuadricula?

En la figura se muestran cuatro circulos de radio 1 dentro de un circulo mas grande.
¢Cual es el area de la figura sombreada?
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73. Una fabrica tiene un material radioactivo en forma de un cubo de arista 2. Para
evitar la radiacién se forra con 26 cubos de plomo de arista 2. Al afio siguiente se
debe agregar otra capa de recubrimiento de plomo que consta de 56 cubos de arista
3. El tercer afio el forro exterior se forma con la cantidad necesaria de cubos de
arista 4. Este proceso de forrado se sigue realizando cada afio (notese que cada afio,
la arista de los cubos con los que se hace el forrado, crece en uno). ¢ Cuantos cubos
de plomo se habran utilizado después de 1997 afios?

74. Sean a, b, ¢ nimeros reales tales que:
a=b=2c>0 y at+b+c <1

Demostrar que: a” +3b% +5¢% < 1

a+b

75. Demostrar quesia, b DR* = jab <

76. Demostrar quesia, b,c0R* = (a+b-c)(b+c-a)(c+a-b) < abc

77. ;Cuéntas cifras tiene el nimero (999...9)% -17?

n cifras

78. Probar que todo numero impar puede escribirse como la diferencia de dos
cuadrados.

79. En un paralelogramo ABCD, si P es el punto de interseccion de sus diagonales,
demuestre que cualquier recta que pasa por P, divide al paralelogramo en dos
figuras equivalentes:

Observacion: Dos figuras equivalentes son las que tienen misma area.
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80. Dados los paralelogramos ABCD y DEFG, donde:

a) El vértice D es comun, el vertice E esta sobre el lado AB, y
b) El vértice C esta sobre el lado FG.
Demuestra que ambos paralelogramos son equivalentes (misma area).

81. Si se escriben los nimeros naturales de forma consecutiva, obtenemos la siguiente

secuencia de cifras:
1234567891011121314151617...
¢ Qué cifra ocupa el lugar 19888891 y a qué nimero corresponde?

82. Dado el rectangulo ABCD de la figura, encontrar la posicion del punto E sobre el
segmento BC y la posicion del punto F sobre la prolongacion del segmento AB, de
tal manera que CE=AF y CE[AF=ADIDC

83. Hallar el namero natural n que es el producto de los primos p, g, r; sabiendo que:
r-q=2p y rq+p°=676

84.En la figura, a, b, ¢, d, e y f son las areas de las regiones correspondientes. Si
todos ellos son enteros positivos diferentes entre si y menores que 10, cada
triangulo formado por tres regiones tiene area par y el area de la estrella completa es
31. Encuentre el valor de f.
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85.

86.

87.

88.

89.

90.

En cierta novela de ciencia ficcion se describen personajes que, si bien son
inmortales, su forma y color varia dia con dia. Dichos personajes son de tres
colores: rojo, azul y verde. De ellos algunos son de forma esférica y otros de forma
piramidal. Dia con dia el 80% de los rojos se convierte en azul; el 80% de los azules
se vuelven verdes y el 80% de los verdes en rojos. También ellos mismos varian de
forma diariamente: el 40% de los esféricos pasan a ser piramidales y, a su vez, el
40% de los piramidales se convierten en esféricos. Supdngase que en cierto dia la
distribucion de poblacion es como se muestra en la tabla siguiente:

Rojos Azules Verdes
Esféricos 6000 5000 3000
Piramidales 9000 10000 4000

¢, Cuantos personajes azules esféricos habra al siguiente dia ? (Cabe aclarar que
todas las mutaciones ocurren en forma homogénea; es decir, por ejemplo, el 80% de
los rojos esfericos cambiara su color cada dia y lo mismo ocurrira con el 80% de los
rojos piramidales).

+ 32001

Pruebe que 22°* es multiplo de 7.

Se tienen cuatro canicas de radio uno colocadas en el espacio de tal manera que
cada una de ellas es tangente a las otras tres. ¢ Cudl es el radio de la esfera mas
pequefia que contiene a las canicas ?.

¢ Cuél es el factor primo de dos digitos mas grande del entero C.5y ?

Probar que para cualquier entero positivo n, existe un entero positivo k tal que
S(n,k)=n+(n+)+(n+2)+...+(n+k-1)
es un cuadrado perfecto.

Sea ABC un triangulo cualquiera. D y F son puntos sobre AB tales que AD = DB,
DF =FBy Ey G son puntos sobre AC tales que AE = EC y EG = GC. Encuentre
la razon de las areas de los trapecios EDFG y EDBC.
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91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

Sea x un namero real. Demuestre que:
x0Q < {x,x+1 x+2,..} contiene al menos tres términos en progresion
geomeétrica.

Si los numeros enteros a, b, ¢, d estdn en progresion aritmética, en ese orden,
demuestre que:
1 1 1 3

Ja+b belc  Jowld Ja+d

En un semicirculo de didmetro AB = 2R se inscribe un trapecio isésceles AMNB.
Determine el punto M de manera que MN = 2AM.

Calcular la suma de los 100 quebrados que se obtienen formando todos los
cocientes de cada par de nimeros de la lista:

1,2,4,8,16, 32, 64,128, 256 y512.
(Nota: También deben tomarse los quebrados en que el numerador y el
denominador son iguales).

Sea ABC un triangulo y sean Q en BA, R en CB de tal forma que:

BQ=CR=AC.

Sea L una linea paralela a AC y que pasa por R y denotemos por T a la interseccion
de ésta con CQ.

Sea L’ una linea paralela a BC que pase por T y denotemos por S a la interseccion de
L’ con AC.

Pruebe que AC® = (AQ)(BC)(CS).

¢ Para cuéntos enteros n, del 1 al 93, n® termina en 1 ?. (Es decir, el digito de las
unidades es uno).

Sea un poligono convexo de 15 lados. ¢Cuantos cuadrilateros se pueden formar con
los vértices del poligon